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Negli ultimi anni numerosi autori si sono interessati di equazioni di 
evoluzione del secondo ordine. 

A questo riguardo un'ampia bibliografia fino al 1980 è contenuta nel 
libro di Fattorini [3], 2.5.(c). 

Più recenti sono i lavori di Sandefur [10], Neubrander [6], Aviles- 
Sandefur [1], Tanabe [12],[13], Skalikov [11], Clément-Priiss [2]. 

In questo seminario voglio illustrare alcuni risultati, ottenuti in 
collaborazione con Angelo Favini, che forniscono condizioni sui coefficienti A 


e B dell'equazione differenziale 
(1) u" + Bu'+Au=0 


in uno spazio di Banach, affinché la (1) sia parabolica. Sono allora applicabili 
i risultati che ho illustrato negli anni scorsi (17),[8],[9]). 

Voglio qui ricordare che un'ampia classe di problemi al contorno può 
essere trattata con tali metodi; più precisamente, la realizzazione in LP(a), dove 
9 è un aperto limitato di R", con frontiera sufficientemente regolare, di equazio 
ni paraboliche secondo Petrovskii. La dimostrazione più completa della verifica 
delle ipotesi astratte in questo caso è stata data da Tanabe [13]. 

Ricordo infine che S. Chen e Triggiani [15] hanno recentemente otte- 
nuto la parabolicità di un fascio operatoriale in uno spazio di Hilbert, suppo- 


nendo i coefficienti autoaggiunti e positivi. 


1. ALCUNE CONDIZIONI PRELIMINARI 


Nel seguito supporremo sempre che X sia uno spazio di Banach comples 
so e che A e B siano operatori lineari chiusi in X. 
Diremo che il fascio operatoriale P(2) = a} + AB + A è parabolico, 


se si verificano le condizioni seguenti: 
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+ T 
a) AKER, 0€E] PERO tali che: 

apt) e £(), ver gi (2€ C\{O}| |z| > K, |arg z|<6}; 

# 
b) 3MER, tale che 

-1 -2 -1 È 
coi e ma? 1890] 5 at, 


IAPT AI <M WES, 
K,8 
Cominciamo con lo stabilire due condizioni che danno un'idea di come 


debbano essere connessi i domini di A e B affinché il fascio P sia parabolico. 


Prop. 1. Se -B genera un semigruppo analitico e 2(B) CDA), allo 


ra P è parabolico. 
Prop. 2. Se (A) cD(B) ed Fae [0,1[, ceR*, tali che 
[ax s claxl°|d4 1° , wxe9 (A), 


allora P è parabolico se, e solo se, A (e quindi anche B) è limitato e ovunque 
definito. 

I risultati precedenti ci dicono che, se il dominio di B è "grande" 
(rispetto a quello di A), allora il fascio P è parabolico, mentre se è troppo 
"piccolo" non si può avere parabolicità, tranne il caso banale di coefficienti 
limitati. Osservo esplicitamente che la condizione della Prop. 2 è senz'altro 
verificata se 2 (B) contiene, algebricamente e topologicamente, uno spazio di 
interpolazione fra (A) e X di ordine maggiore di 3 (se l'ordine degli spazi 
viene scelto in modo che, al crescere del parametro, lo spazio di interpolazione 
diminuisca). 


Pertanto, i casi interessanti si hanno quando il dominio di B è "al 
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l'incirca" del tipo D(A°), con n sa È. 
Il risultato seguente mostra, come nel caso a = 3, non sono sufficien 
ti ipotesi sul dominio dei coefficienti e sull'angolo di apertura dei loro spet- 


tri per assicurare la parabolicità. 


Prop. 3. Sia -A il generatore infinitesimale di un semigruppo anali- 
tico in X e poniamo 


0, = inf{oe10, 3 ; 3H,KER': = = {zec| |z|zk, 


1 


larg z| = 6}>o(A), I(A-2) 7]  H |z|7, wze sy. 


/2 


Allora, se pe Ri, il fascio P_(A) = x°+210A) +A è parabolico se, e solo se, 


p> sen(0_/2). 


Esempio 1. Sia X=%$([a,b]), 


2A) = tue € (1a,b]); u(a)=u(b)=u"(a)=u"(b) = 0) Au = ulî”), 


(8) = tue€8 (12,1); u(a) = u(b) = 0}, Bu = «u" 

E' noto [5] che -A genera un semigruppo analitico in X; inoltre -B 
genera un semigruppo analitico, Ea = Ae lo spettro di B è contenuto in R'. Per- 
tanto si può applicare la Prop. 3, ottenendo che il fascio xi 401B+A è parabolico 
in @([a,b]), WeR'. 

La Proposizione 3 mostra come non vi siano molte speranze di ottene- 
re risultati generali nel caso 2(B) = a °), anche in un caso molto semplice 
come quello considerato. 

Nel seguito ci sarà utile anche il seguente risultato, che assicura 


che perturbazioni di ordine inferiore non distruggono la parabolicità. 
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Prop. 4. Sia P(2)=2É+1B+A un fascio parabolico e siano A, e Bj ope- 
ratori chiusi in X, tali che AA) 2 DB(A), 2(8,) ? 208), ed esistano 
a,ge (0,11, CER'; tali che, 


IA 


Ja clax[*|x| pr yxED(A) 


cisdfp4!8 , wxe2(8). 


US 


[8 


Allora, il fascio p (8) = a°41(B48,)+AHA, è parabolico. 


3. CONDIZIONI DI PARABOLICITA' NEL CASO È Ka<1 


Cominciamo col mostrare con un esempio come, anche nel caso in cui 
D(B) = 2(A°), 3 < a < 1, il fatto che -B e -A generino semigruppi analitici non 
implichi che il fascio corrispondente sia parabolico. 


Sia a€)3,11 e poniamo 


(A) = HE(R") , (Au)(x) = e'*1-4)u(x), 


(03 


(8) = H°*CR") , (8,00) = ea", 


dove d,4 10, Li [ sono tali che g+w 33 a 
Osserviamo innanzitutto che -A e 4 generano semigruppi analitici e 
che 2(B,) = D(A°). D'altra parte, agle £L(X) e si ha: 


P(x) = xl + xB 4A = (a+A871) (248 )+ MB. 
(03 (04 (04 (04 (01 


Poiché ag! è l'operatore pseudodifferenziale in sî-29(p") di simbolo 


e (0 
o(E) = e' 0040) (14]e]9) "9, esso è completamente subordinato a B (perchè a > sa 
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pertanto, per la Prop. 4, P, è parabolico se, e solo, se lo è (2+448-1) (148). Ora, 


poiché Hi genera un semigruppo analitico, p_ sarà parabolico se, e solo se, 


-n871 genera anch'esso un semigruppo analitico. Ma, per un risultato di M. Wong 
ci ild+ = 

[14], lo spettro di LC è {elt® V)(1+|e]2)} “leeR"} es quindi, il suo opposto 

non è il generatore di un semigruppo. 


Questo esempio suggerisce il seguente risultato. 
Teorema 1. Siano A,B operatori lineari chiusi in X, tali che: 


a) -B genera un semigruppo analitico e 0€p(B); 
b) ag) genera un semigruppo analitico; 


c) (8°) <2(A) ed aKeR*, tale che 
rag +8)"}] < 1, VXEC, |A|>K, Rel > 0. 
Allora il fascio P(1)=22+1B+A è parabolico. 
Prima di esaminare in dettaglio le ipotesi del Teorema 1, mostriamo 


un semplice esempio, al quale esso è applicabile. 


È ; 1 i Li è a 
Esempio 2. Siano a€] 2? 1, B€]0,m[, tali che ag < 7 > sia poi 
A un operatore in X, tale che : 


Eg5(2ECM0}] |arg z|>g}U{0)cp(A) ed aMeR*, tale che 
-1 -1 
I(A-z2) “| s M(1+|z|)%, Vze L,. 
Allora, voeR', il fascio x°4x0A°+A è parabolico. Infatti, poiché 


p(-cA°)>{ze C\{0}| |argz|> aB} e ivi il risolvente ha decrescenza massimale, 


-oh° genera un semigruppo analitico, per le condizioni poste su a e B. Inoltre, 
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-AoA) = - 5 A e questo genera un semigruppo analitico, perché p(A°) > 
2{zeC\{0} | |arg z|>8(1-a)} e ivi ha decrescenza massimale. Inoltre, la condi- 


zione c) è soddisfatta, in virtù della disuguaglianza dei momenti. 


Esempio 3. Siano k,meN, Mk <me indichiamo con A la realizza- 


" k/m 


zione in LR") dell'operatore differenziale tig”. Allora, A è la realizza 


zione in I) dell'operatore differenziale (1-a)£. Pertanto, il fascio 
si + rali) + (ay 
è parabolico in L°(R"), Wo e R'. 


Osservazione 1. L'ipotesi c) nel Teorema 1 è senz'altro verificata 


se vale la a) e una delle due seguenti affermazioni, che sono equivalenti: 
c;) 2(8) = 2(A81) ed 30€10,11, CE R*, tali che 
-l ay yl-a 
|AB “x| £ c_lBx] |x , weD(B); 


c,) 2(8°)c 2(A) ed 38e10,1[, C,€ R*, tali che 


2) 
È 2 1-8 2 
layi s c,18°v1° Id ° , vye 9(8°). 
Osservazione 2. L'ipotesi a) nell'enunciato del Teorema 1è verifi 


cata in molti casi concreti. Per esempio, sia Q un aperto limitato di R con fron 


tiere regolare e consideriamo il problema 
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(9° + #(x,3)2, +900x,3.))u = f, in eÎxa 
t LL xt ’ x% u = si Xx, 
C;(x,9, )u/29 "0, g = le scoblla 


u(0,x) = ug)» in 9, 


9 u(0,x) = u, (x), ino. 


Qui 7(x,9 ai e B(x,9 LI sono operatori ellittici di ordine 2m e 2k (F<k<m), rispet 
tivamente. " gli mestoli differenziali di bordo 7 sono ordinati in modo che 
ord ,; < ord C. ja’ j = 1,...,m, e vale la proprietà 


ord cx < 2k s ord Chi? 
è noto che, sotto condizioni molto generali, le realizzazioni in LP(9)(1<p<+o) e 
in €(9) di RBx,3,) con le condizioni al bordo ISTZEZTI generano semigruppi 
analitici. Con la usuale tecnica di cambiamento di funzione incognita nel proble- 
ma (2), è poi possibile traslare lo spettro di B, in modo che 0€Ep(B). 

Ciò però non può verificarsi se ord Cr, = 2k oppure se ord C+ 1 k. 

Il prossimo risultato permette di ovviare a questo inconveniente 


nel secondo caso. 
Teorema 2. Siano A,B operatori lineari chiusi in X, tali che: 


a') 38; operatore lineare chiuso in X ed 


ATEL(2(B);X), tali che: 


i) 2(A)cker T; 


311 B, fpep 7? Bi 


iii) 3) genera un semigruppo analitico e 0Ep(B,); 
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b') -h85) genera un semigruppo analitico; 
' 2 + 
c') DB) c2(A) ed AKER , tale che 
-l -1 
|AB, (148) |< 
viec, |x|>K, Rer = 0. 
Vediamo ora di trovare delle condizioni sugli operatori A e B che ga- 
rantiscano il verificarsi della condizione b) del Teorema 1 o b') del Teorema 2. 
A questo proposito, ricordo la definizione di semi prodotto interno 
(Lumer (41). 
Sia X uno spazio normato complesso. Una funzione 
fan] po Ax Ka € 


viene detta un semiprodotto interno se: 


i) [ax+8y,z] = alx,z] + Blyaz], Va,B € C, WoyEX; 


xl lvl , wayeli 


IA 


i) |payl 


ii) |] = xl» Wei. 


Inoltre [-,-] può essere sempre scelto in modo che 


iv) Day] = a[x,y] è WGyEX, WaeC. 


Segue dal Teorema di Hahn-Banach che in ogni spazio normato esiste al 
meno un semi prodotto interno; inoltre esso è unico se lo spazio è riflessivo. 


In particolare, se X = LP(a), l<Kp<K+to, 
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[uv] = hi SucotvagiP: V(x)dx, se v#0, 
IMP" a 
LP 


con la convenzione che funzione integranda è nulla dove v(x) = 0, e [u,v} = 0, 


se v=o. 


Ebbene, se aceR', tale che 
(3) | Im[Au,Bu]] s C Re[Au,Bu], 


vu € D(A) N DB), e se 31€ R*, tale che (a B4A)(2(A) N D(B)) = x, -ABTI ge- 


nera un semigruppo analitico. 


Esempio 4. Sia l<p<+o; in LP(]a,bl) consideriamo gli operatori 


Au = I ALI 


Bu = uli9), 
con le condizioni ai limiti u(a) = u'(a) = uN (a) = u(b) = u'(b) = uN (b). In 
tal caso, la (3) è soddisfatta con C = 1. Poiché anche le condizioni a) e c) del 
Teorema 1 sono soddisfatte, il fascio st + AB+A è parabolico. 

In uno spazio di Hilbert, ovviamente l'unico semiprodotto interno è 
il prodotto interno. In tal caso è ovviamente molto più facile stabilire disugua 
glianze del tipo (3). 

In particolare, se A e B sono autoaggiunti, positivi e commutano, ri 
sulta (Au,Bu) = 0, Wu €2(A) N D(B) e, quindi, la (3) è automaticamente soddi- 
sfatta. 


Esempio 5. Siano #(D),%(D) operatori differenziali ellittici a 


Tk m). 


coefficienti costanti in R" di ordini 2m e 2k, rispettivamente (3 
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Qui ho posto D = (Dj 3--.3D ),D,=-i è. Allora, se 3c, deR, tali che 
n k dx, 


AE) >Yc, BE) >d, VEE R", le realizzazioni in L2(R") di #(D)-c e di 

B(D)-d risultano positive e autoaggiunte e inoltre commutano. Pertanto il fascio 
xZ4x(@(D)-d)+2/(D)-c è parabolico in LE(R"); per la proposizione 4, risulta al- 
lora parabolico anche il fascio xZ+1 B(D) + A(D). ° 
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